Congresso da Sociedade Brasileira de Computagao

I Encontro de Teoria da Computacao

I Desafio em Algoritmos, Combinatéria e Otimizacao (I DACO)
http://etc.dcc.ufmg.br/daco.html
http://www.csbc2016.com.br/

Instrucoes
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As solugoes devem ser entregues através do email daco.etc@gmail.com

A interpretagdo das questoes faz parte da prova. Explique as suposi¢des que fizer para resolver
as questoes.

Sempre justifique suas respostas. Lembre que para a avaliacdo das respostas serao considerados
os seguintes critérios, em ordem de importancia:

— Corretude.

— Complexidade dos algoritmos elaborados.

— Legibilidade e clareza.

Elegancia da solugao.

Modele o problema abaixo como um problema de programacao linear inteira.

Sao dados um conjunto de aeroportos V, uma funcio de distancia entre seus elementos d : V2 —
R e um conjunto D C V? que representa demandas de fluxo de passageiros.

Vamos assumir que (V,d) é simétrica e que respeita a desigualdade triangular, ou seja, d(z,y) =
d(y,z), e d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) valem para todo x,y,z € V.

Cada par (z,y) € D nos diz que precisamos enviar passageiros de = para y. Nosso objetivo é
selecionar um subconjunto de S de V', de tamanho |S| = p, de aeroportos onde poderao ser feitas
conexoes. Queremos associar cada demanda de fluxo de passageiros (x,y) € D a uma conexao
w, de forma a minimizar o maior a maior distancia de percurso entre cada origem u e destino v
passando pela conexao associada dw.

Para a edicao de 2017 do ETC, serao selecionados T trabalhos para serem apresentados nas
S sessoes do evento. Cada sessao s; tem um numero méaximo de trabalhos ¢; que podem ser
apresentados naquela sessao. Porém, a sessao pode ser mais curta, ou mesmo ser cancelada se
decidirmos nao alocar nenhum trabalho aquela sessao. Uma vez decididos quantos trabalhos
serao apresentados em cada sessao, os trabalhos serdo atribuidos de forma aleatéria a cada um
dos T slots para trabalhos.



Os organizadores ficaram curiosos para saber de quantas formas poderiam distribuir os tra-
balhos em sessoes. Para esta contagem, eles nao estao interessados em quais trabalhos serao
apresentados em cada sessao, apenas nas quantidades de trabalhos.

Os organizadores estao ocupados com diversas atividades do CSBC e pediram que vocé desenvol-
vesse um algoritmo eficiente para calcular este niimero. Como nao gostam muito de algoritmos
ineficientes, é importante que vocé analise a complexidade de seu algoritmo e que ele seja tao
eficiente quanto possivel.

Numa pizzaria, as pizzas sao cortadas por robds. O robo faz cada corte da seguinte maneira:
ele escolhe, aleatéria e uniformemente, dois pontos da circunferéncia da pizza e entao corta a
pizza ao longo da corda que une os dois pontos escolhidos. Se, ao pedir uma pizza, eu indicar
que quero que ela seja cortada trés vezes pelo robd, qual o nimero esperado de pedacos em que
a pizza serd particionada?

Uma coloragao de um grafo G = (V, F) é uma atribui¢do de um niimero inteiro positivo (chamado
de cor) a cada um dos vértices de um grafo tal que dois vértices vizinhos recebem ntmeros
distintos. O niimero croméatico de um grafo é o menor niimero de cores necessarias para colorir
seus vértices.

Uma coloracao alegre é uma coloracao tal que um vértice inicial é escolhido arbitrariamente e
recebe a cor 1. Em seguida, os demais vértices sao coloridos iterativamente, um vértice por vez,
em uma ordem arbitraria, respeitando-se as seguintes restricoes:

(a) O préximo vértice deve possuir pelo menos um vizinho ja colorido.

(b) O vértice é colorido com a menor cor possivel.
Prove ou dé contra-exemplo: para qualquer grafo GG, existe uma uma coloracao alegre que utiliza

um nimero de cores igual ao nimero cromatico (note que um nimero de cores inferior ao o
numero cromatico nao é possivel).

Uma empresa de telefonia celular possui antenas, todas com o mesmo raio de alcance r. Para
este problema, podemos assumir que a posicao das antenas sao pontos no plano. Duas antenas
conseguem se comunicar se estao a distancia no méaximo r.

Uma empresa concorrente quer testar a qualidade do servico e uma métrica que lhes interessa
é encontrar o maior nimero de antenas tais que nenhum par delas consiga se comunicar. Um
funcionario desenvolveu o seguinte algoritmo:
e S=10
e Seja X o conjunto de antenas.
e Enquanto X # ()
— Seja z uma antena de X que alcanca o menor niimero de antenas.
- S+ Su{z}.
— Remova de X a antena x e todas as antenas com as quais x consegue se comunicar.
Infelizmente, o funcionédrio nao conseguiu provar que este algoritmo sempre encontra a solugao
o6tima para o problema, ou seja, um conjunto de antenas maximo com a propriedade desejada.

Mostre que este algoritmo estd correto ou forneca um contra-exemplo.



6. O parlamento de um certo pais tem um sério problema com recursos publicos que sao desviados.
O parlamento é composto de 100 individuos igualmente corruptos.

A cada ano, 100 emendas parlamentares poderao ser feitas pelos membros do parlamento. Com
isso, eles podem dar prioridade a necessidades especificas do pais, de acordo com suas vontades.
Mas a distribuicao do nimero de emendas por parlamentares nao é uniforme e, como sao cor-
ruptos, utilizam-se destas emendas para trocas de favores. Para a divisdo de emendas entre os
parlamentares, ha uma votacao, onde os mesmos se utilizam de légica.

Embora os parlamentares possam nao saber légica, cada um deles tem muitos assistentes que
possuem um conhecimento aprofundado de légica. Os parlamentares seguem os conselhos de
seus assistentes, e sabem que todos os outros parlamentares também o fazem.

Todos os parlamentares tem um estrito senso de valores, e todos tem a seguinte lista ordenada
de prioridades:

Nao ser alvo de uma delacao e nao ser preso.
b

)
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(d) Garantir que os parlamentares de maior senioridade consigam o maior numero de emendas.

Conseguir a maior quantidade de emendas.

(a
(

Fazer com que outros parlamentares sejam denunciados.

No primeiro dia dos seus mandatos os parlamentares sao informados das regras da casa: o
parlamentar mais novo propoe como as emendas devem ser divididas entre os parlamentares. Em
seguida, ha uma votacao. Se a sua proposta for aceita pela maioria absoluta dos parlamentares,
entao ela é adotada. Caso contrario, ele é denunciado por esquemas de corrupc¢ao anteriores,
e os parlamentares restantes fazem uma nova reunido para decidir sobre as emendas, com um
parlamentar a menos.

Qual deve ser a estratégia a ser seguida pelos parlamentares? Em particular, qual deve ser
proposta do parlamentar mais novo para que ela seja aceita e maximize seu ganho (segundo o
esquema de valores daqueles parlamentares)?

7. Seja G = (V, E) um grafo simples conexo com n vértices. Mostre que é possivel decompor seu
conjunto de arestas em, no maximo, %(n—i— 1) caminhos, ou seja, que existem no maximo %(n—i— 1)
caminhos, de forma que os seus conjuntos de arestas formem uma particao de E(G).



